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1. Dokažte, že pro trojúhelńık ABC a poloměr R kružnice jemu opsané, plat́ı vztah

R =
abc

4P4ABC
,

kde P4ABC je obsah trojúhelńıku ABC.

2. Máme kozu a travnatou obdélńıkovou zahradu lemovanou ze všech stran květinovým záhonem.
Dále máme k dispozici kladivo, dva koĺıky, dostatečně dlouhý provaz a pro kozu máme obojek
s očkem, kterým lze volně protáhnout provaz. Vyhovuje nám, že koza spásá trávu, ale rozhodně
nesmı́ okusovat květiny. Rozhodněte, jaký tvar bude mı́t vypasená plocha. Dále určete souřadnice
bod̊u, kam na zahradě umı́st́ıme koĺıky a délku provazu, který ke koĺık̊um přivážeme, aby měla
koza možnost spást co největš́ı travnatou plochu a přitom neohrozila květiny. Vzdálenost od
očka na obojku k tlamě kozy zanedbáváme.

3. U domovńıch dveř́ı je n zvonkových tlač́ıtek se jmény jednotlivých nájemńık̊u byt̊u. K nim je
třeba připojit n linek vedoućıch do jednotlivých byt̊u. Montér zapojil linky náhodně. Jaká je
pravděpodobnost, že alespoň jedna linka je zapojena správně? Výslednou pravděpodobnost (pro
obecné n) zapǐste co nejjednodušš́ım výrazem a poté ji vyč́ıslete pro n = 5. Dále vypočtěte limitu
této pravděpodobnosti s přesnost́ı na 4 desetinná mı́sta pro n→∞ (opravdu pro n→∞, tedy
nikoliv jen vyč́ısleńım předchoźıho výsledku pro větš́ı hodnotu n).

4. Z děla D[0; 0] stř́ıĺıme šikmo vzh̊uru pod úhlem ϕ počátečńı rychlost́ı o velikosti v0. V čase t
dospěje střela do bodu P [x; y], kde

x = v0t cosϕ, y = v0t sinϕ− 1

2
gt2.

Odpor prostřed́ı zanedbáváme, trajektoríı střely je tedy parabola. Předpokládejme nyńı, že
z děla D stř́ıĺıme střelami se stejnou počátečńı rychlost́ı v0, ale pod r̊uznými úhly ϕ, kde
ϕ ∈

(
0; π2

)
.

Obrázek 1: K zadáńı př́ıkladu 4 a), b), c)

a) Co je množinou bod̊u, k nimž střely dolet́ı za stejný čas t?
b) Co je množinou vrchol̊u trajektoríı všech těchto střel?
c) Co je množinou bod̊u, které tvoř́ı rozmeźı pro zasažitelné a nezasažitelné ćıle?
Ve všech př́ıpadech najděte rovnici hledané křivky a křivku pojmenujte.
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5. Nalezněte všechna přirozená č́ısla x, y a z, kde z je největš́ı společný dělitel x a y, která splňuj́ı
rovnici

x+ y2 + z3 = xyz.

6. Mějme obdélńıkový st̊ul o rozměrech a × b. Zaved’me souřadný systém tak, že počátek bude
v levém dolńım rohu stolu, kladný směr osy x p̊ujde po deľśı hraně stolu a kladný směr osy y
po kratš́ı hraně stolu. Na stole máme položený obdélńıkový obrázek o rozměrech c× d, přičemž
0 < d < c < b < a. Tento obrázek lež́ı na stole tak, že jeho střed S je umı́stěný na středu stolu
a deľśı strana obrázku je rovnoběžná s osou x. Obrázek nám ovšem překáž́ı v práci, proto ho
posuneme o 2c v záporném směru osy x a o 2d v kladném směru osy y. Aby se nám na něj lépe
d́ıvalo, tak si obrázek pootoč́ıme kolem jeho středu S o úhel 0 < α < π

2 v kladném směru, tj.
proti směru oběhu hodinových ručiček.

a) O jakou vzdálenost jsme posunuli střed S obrázku?

b) Jaké jsou souřadnice levého horńıho rohu obrázku po posunut́ı a otočeńı (označme tento
bod např́ıklad L′h)?

c) Spočtěte souřadnice středu S, posunutého středu S′, levého horńıho rohu Lh p̊uvodńıho
obrázku a levého horńıho rohu L′h posunutého a otočeného obrázku pro hodnoty a = 90 cm,
b = 65 cm, c = 15 cm, d = 10 cm, α = 30◦. Vypočtené souřadnice zaokrouhlete na jedno
desetinné mı́sto.

7. Najděte všechna přirozená č́ısla a, b taková, že b > 2 a výraz 2a + 1 je dělitelný výrazem 2b − 1.

8. Najděte nejméně dva funkčńı předpisy pro nenulovou spojitou funkci f , má-li platit

f2(x+ y) = f2(y) + f2(x)− 2f2(x)f2(y) + f(2x)f(y) cos(y), ∀x, y ∈ R.

9. Dva studenti si o přestávce krát́ı si čas hrou. Maj́ı u sebe n ∈ N kuliček a domluv́ı se na těchto
pravidlech: Hráč, který je na tahu, může odebrat libovolný počet kuliček v rozmeźı 1, . . . , k, kde
k ∈ N a zároveň 1 < k < n. Vı́tězem se stává hráč, který odebere posledńı kuličku. Určete
všechny kombinace č́ısel k, n, pro které existuje v́ıtězná strategie pro zač́ınaj́ıćıho hráče, tedy
strategie, se kterou nelze v žádném př́ıpadě prohrát.

10. Je dán systém třech kongruenćı a jedné rovnice

a2 ≡ 17 (mod 43),

c ≡ 3 (mod 7),

c ≡ d (mod 13),

c = a+ b,

kde č́ısla a, b, c, d jsou přirozená č́ısla. Najděte řešeńı pro 3 nejmenš́ı hodnoty a a k nim nejmenš́ı
př́ıpustné hodnoty b a nejmenš́ı př́ıpustné hodnoty d.
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