- FAKULTA
[ |srrounino

INZENYRSTVI

Internetova matematicka olympiada, 9. ro¢nik, 29. 11. 2016
http://matholymp.fme.vutbr.cz/

1. Dokazte, ze pro trojihelnik ABC a polomér R kruznice jemu opsané, plati vztah

R abe

~ 4Paapc’
kde Pa agc je obsah trojuhelniku ABC.
Reseni piikladu 1:

Stied S kruznice opsané AABC lezi v pruseciku os stran tohoto trojihelniku, viz Obrézek 1.

A\ - /B

0AB
Obrézek 1: K feseni piikladu 1 - stfed S kruznice opsané AABC

Plati, ze velikost obvodového tihlu, ktery je piislusny danému oblouku, je vzdy stejnd. Oznac¢me
bod M jako druhy bod pruméru kruznice opsané, ktery prochazi bodem C, viz Obrazek 2.

Potom
|{AMC| = |£ABC| = w.
Z Obrézku 2 je na zékladé Thaletovy véty ziejmé, ze |[LCAM| = 90°.
Ozna¢me patu vysky v. spusténé z vrcholu C' na stranu AB jako bod N, viz Obrazek 3.

Potom je ziejmé, ze AAMC a AN BC jsou podobné. Diky této podobnosti trojihelniki ziskdvame
rovnost vyjadiujici pomeér délek odpovidajicich si stran

b _ 2R

Ve a

Dalsi dpravy povedou uz jen k elegantnimu vyslednému tvaru, kde osamostatnime polomér R
kruznice opsané na levé strané, tedy
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2. Mame kozu a travnatou obdélnikovou zahradu lemovanou ze vSech stran kvétinovym zahonem.
Dale mame k dispozici kladivo, dva koliky, dostatetné dlouhy provaz a pro kozu mame obojek
s ockem, kterym lze volné protahnout provaz. Vyhovuje nam, ze koza spasa travu, ale rozhodné
nesmi okusovat kvétiny. Rozhodnéte, jaky tvar bude mit vypasend plocha. Déle urcete soutradnice
bodu, kam na zahradé umistime koliky a délku provazu, ktery ke kolikiim piivazeme, aby méla
koza moznost spast co nejvétsi travnatou plochu a pfitom neohrozila kvétiny. Vzdalenost od
ocka na obojku k tlamé kozy zanedbdvame.

Reseni piikladu 2:

Necht mé travnatd plocha z vnéjsku ohranic¢ens kvétinami tvar obdélnika o strandch 2a > 2b > 0.
Kdybychom méli k dispozici jen jeden kolik, tak bychom koze umoznili vypéast kruh s polomérem
r = b se stfedem napiiklad uprostied obdélnikové zahrady. Mame-li k dispozici 2 koliky a provaz
délky nejméné 2a, tak maximalni vypasené plochy dosdhneme, kdyz budeme uvazovat o elipse,
kde koliky budou vumisténé v ohniscich elipsy. Mame-li urc¢it soufadnice pro umisténi koliku,
zavedeme souradny systém napiiklad tak, ze poc¢atek umistime do stfedu obdélnika, osu x zvolime
rovnobéznou s delsi stranou obdélnika a osu y rovnobéznou s kratsi stranou obdélnika. Pak
uvazovana elipsa bude mit hlavni vrcholy A[—a;0] a Bla; 0] a vedlejsi vrcholy C[0;b] a D[0; —b].
Koliky tedy zatlu¢eme do ohnisek F[—e;0] a G[e; 0] elipsy, kde

e=+va?—b?

a krouzek na obojku kozy navlékneme na provaz délky 2a, ktery krajnimi konci ukotvime na
kolicich v bodech F' a G. Pokud se koza nenamotd na néktery z koliku, tak bude mit moznost
vypast mnozinu bodi M, pro které plati

|FM|+ |GM| < 2a,
coz je elipsa s hlavni poloosou délky a, vedlejsi poloosou délky b a jeji vnitiek.

3. U domovnich dveii je n zvonkovych tla¢itek se jmény jednotlivych ndjemniku bytt. K nim je
tfeba pripojit n linek vedoucich do jednotlivych bytt. Montér zapojil linky ndhodné. Jaka je
pravdépodobnost, ze alespon jedna linka je zapojena spravné? Vyslednou pravdépodobnost (pro
obecné n) zapiste co nejjednodussim vyrazem a poté ji vycislete pro n = 5. Dale vypoctéte limitu
této pravdépodobnosti s presnosti na 4 desetinng mista pro n — oo (opravdu pro n — oo, tedy
nikoliv jen vy¢islenim pfedchoziho vysledku pro vétsi hodnotu n).

Reseni piikladu 3:

Oznac¢me A jev, jehoz pravdépobnost pocitame, tj. ze alesponn 1 linka byla zapojena spravneé.
Oznactme dale A;, i € {1,...,n}, jev, ze linka i byla zapojena spravné. Jev A nastane tehdy,
nastane-li alespon jeden z jeva A;, tj. pro hledanou pravdépodobnost plati

- (0a)
=1

Jevy A; samoziejmé nejsou disjunktni (muze jich nastat vice zéroven). Proto vyuzijeme vétu
o s¢itani pravdépodobnosti, ktera 1ika, ze

n n n—1 n
P <UAZ> => PA)=> Y PAn4)+
i=1 =1 i=1 j=i+1

n—2 n—1 n

YD N PANA N A) — 4+ (1) P(A NN Ay).
i=1 j=i+1 k=j+1

Receno slovy, pravdépodobnost sjednoceni n jevi (n > 2) spocitdame tak, ze se¢teme pravdépodobnosti
jednotlivych diléich jevi, poté pro véechny mozné kombinace 2 jevi ode¢teme pravdépodobnosti,



7e nastanou tyto 2 jevy zaroven, poté pro viechny mozné kombinace 3 jevu pfi¢teme pravdépodobnosti,
Ze nastanou tyto 3 jevy zaroven, atd.

Poznamenejme, ze pro n = 2 se véta o s¢itani pravdépodobnosti redukuje na notoricky znamy
vzorec

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Poznamenejme déle, ze pro vypocet P(A) nevede k cili na prvni pohled jednoduchd cesta P(A) =

1 — P(A), tj. ze bychom vyuzili opaény jev A, tedy ze zadné linka nebude zapojena spravné.
Po podrobnéjsim zamysleni totiz zjistime, ze pravdépodobnost P(A) nejsme schopni rozumné
vypocitat.

Dosazenim do véty o s¢itani pravdépodobnosti dostaneme

rn=r ()= ()3 6)
+<§> 'n(n—ll)(n—2) — DT (Z) 'n(n—l)(nl—z).--z-l'

Napiiklad druhy ¢len tohoto rozvoje (pravdépodobnosti ,po dvojicich®) dostaneme néasledujicim
zpusobem:

2 linky z n, které budou zapojeny spravné, muzeme vybrat (g) zpusoby. Pravdépodobnost, ze
2 vybrané linky budou zapojeny spravné (a to plati pro libovolnou dvojici), je rovna sou¢inu %
(coz je pravdépodobnost spravného zapojeni prvni vybrané linky - z n moznosti zapojeni je 1
moznost piizniva) a ﬁ (coz je pravdépodobnost spravného zapojeni druhé vybrané linky - ze
zbyvajicich n — 1 moznosti zapojeni je opét jen 1 moznost piiznivd). Analogicky postupujeme
pro trojice, ¢tverice, atd.

Upravime-li nyni jednotlivé ¢leny rozvoje jako

(Z).n“ ol 1 n(n—1)n-2! 1

n—1) 2n—-2)! n(n—1) 2A(n—2)!  nn-1) 2!

dostavame vysledek

Konkrétné pro n =5 mame P(A) =1— 1+ — & + 35 = 13 = 0,6333.
Pravdépodobnost pro n — oo uréime pomoci Eulerova ¢isla e, které tizce souvisi s faktoridly,
které nam vysly vyse. Plat{ totiz

=1 1
k=0
a obecné pak
T PR
e X pro z € R
k=0

Vyjédieni e je velmi podobné nasemu vysledku pro P(A). Stfidén{ znamének dosdhneme volbou
= —1,tj.

o k

1 (=10~ 1 1

D L e R
k=0

a odtud uz snadno nahlédneme, ze

lim P(A)=1-e ! =0,6321.

n—o0



4. 7 déla DJ[0;0] stiilime sikmo vzhuru pod thlem ¢ poéétecéni rychlosti o velikosti vg. V ¢ase ¢
dospéje strela do bodu P[z;y], kde

1
T =vptcosp, Yy = votsing — 59t2' (2)

Odpor prostiedi zanedbavame, trajektorii stiely je tedy parabola. Predpokladejme nyni, Ze
z déla D stiilime stielami se stejnou pocatecéni rychlosti vg, ale pod ruznymi thly ¢, kde

e (0;3).
a) Co je mnozinou bodu, k nimz stiely doleti za stejny cas ¢?
b) Co je mnozinou vrcholu trajektorii viech téchto stiel?

¢) Co je mnozinou bodu, které tvoii rozmezi pro zasazitelné a nezasazitelné cile?

Ve vSech piipadech najdéte rovnici hledané kiivky a kfivku pojmenujte.

2

Obrézek 4: K zadani piikladu 4 a), b), c)

enezasazitelny cil

ezasazibelny cil

Reseni piikladu 4:
ad a) Za dobu t dospéje stiela do bodu P = [x;y], jehoz soutadnice jsou x = vptcosp a y =
votsin g — % gt%. Vylouéime proménny parametr ¢, tedy

SN t-yf1 v 1
cosp = — = vgt - -5 — =
¥ vot Yy 0 ’Uth 29 )

nebot sin? o + cos? o = 1, tj. sinp = \/1 — cos2 ¢ pro p € (O; %) Odtud

L ? 2,2 z?
—qgt = 22 (1- =
(reg0) = i (1-523).

1 2
z? + (y - 291‘?) (vot)2.

Hledanou mnozinou bodu je tedy ¢ast kruznice v I. kvadrantu, kterd ma stied v bodé S =
[O; —%gtﬂ a polomér r = wvgt. Dodejme, zZe tloha ma smysl pouze pro takovy cas t, ktery je
mensi, nez je doba letu stfely pro alespon néjaky thel ¢ € (O; g), tj. je-li splnéna podminka
t< 2% (viz ¢ast b)).

ad b) Jednotlivé stiely dospéji do vrcholu svych trajektorii v ruznych casech ty,. Tento cas ty
muzeme odvodit nékolika zpusoby.

e 7 podminky y = 0 uréime dobu letu stiely. Tedy

. 1
Vot sin p — 5975 = 0,
1 20n i
t-(UOSincp—Qgt> = 0= t=0, t2:w'
g

Ze symetrie parabolické drdhy pak dostdvame ty = W, nebot vrcholu dosdhne stiela
v poloviné doby, po kterou se bude pohybovat.



e Najdeme lokalni extrém funkce y, tj. polozime % = 0. Potom

d .
J =vygsinp —gt =0 = ty = UoSlH(p'
g

dt

Pro tento ¢as ty nyni dostdvame

Vg sin ¢ v
T = voly COsp = g - -+ COS (p = — SIn Y COS P,
1 Vg Sin 1 v2sin? v3 v} v}
y:votvsincp—igt%/:vo- 0 SO'SiDQD—ig'OTZSO:;OSinQ(p—iSi 2(,0:2—Osin2<p.

2
o« . o~ . <. s v ‘oz
Opét vylou¢ime proménny parametr . Oznac¢ime-li h = 2 dostavame

r=2hsinpcosp = x?=4h%sin?pcosy,
Yy

y=hsin?p = sin2cp:h.

Odtud

2 2 Y Y
_— .f-(1—f),
B h h
2?2 = 4hy — 49,
22+ 4y —4dhy = 0,

h 2
x2+4-<y—2> = h?

2 _ h)?
x+(yh22) 1
4

h2

Hledanou mnozinou vrcholt je tedy ¢ast elipsy (v I. kvadrantu), kterd mé stied v bodé S = [O; ﬁ]

2
apoloosy a =h, b=1% (kde h = ;—i)

ad c¢) Z rovnic x = vgtcosp a y = vt sinp — %gt2 vylou¢ime ¢as t:

T T . 1 x2
t= = Yy=v — sy — g 5 ——5—.
Vg COS ¢ Vg COS P 27 wgcos?
Vyuzijeme-li tgy = (S:g;f) C0512SD — Sinzccg:;c;SQ ¥ — 1+ tg%yp, dostaneme rovnici
9552 2
y=uatgp - S - (L+1879),
Yo

kterd je kvadratickd vzhledem k tgyp. Po tpraveé:

ga?
211(2)

g
21)3

-tgzgo—xtgcp—l—y—l- = 0.

Dostaneme-li 2 realné koteny, muzeme dany cil C' = [x; y] zasdhnout vystiely pod dvéma ruznymi
uhly vystielu. Dostaneme-li dvojndsobny koten, lezi dany cil C' tak, Ze jej mtizeme zasdhnout
jen pod jednim thlem. Dostaneme-li komplexni koteny, nelze dany cil C' zasdhnout.

Pro cile, které jsou zasazitelné jen pod jednim thlem vystfelu (a které tedy tvori hranici mezi



zasazitelnymi a nezasazitelnymi cily), plati, ze diskriminant této kvadratické rovnice je roven 0.

2
~ 7’ . - v, ’ ’
Oznacime-li opét h = i, dostavame

2 2
2 gz gz
—4. 2. A = 0,
T (“zva)

2

2
2T ) =
x N <y+4h> 0,

4h%a? — dha?y — 2t = 0,
4h% — dhy — 2*
x? = —4h(y —h).

I
o

Hledanou mnozinou bodu je tedy ¢ést paraboly v I. kvadrantu, kterd ma vrchol v bodé V' = [0; h]
a parametr p = 2h. Parabola se otevird smérem dola.

. Naleznéte vSechna ptirozend ¢isla x, y a z, kde 2z je nejvétsi spolecny délitel x a y, kterd spliuji
rovnici
z+y°+ 23 =ayz (3)

Reseni piikladu 5:

Pokud z je nejvétsi spoleény délitel (zkrdcené NSD) z a y, kde z,y,z € N, pak plati az = x
a bz =y, kde a,b € N. Dosazenim do zadané rovnice (3) dostaneme

az + 0222 + 2% = ab2®.
Tuto rovnici vydélime ¢islem z , ¢imz dostaneme
a+ b0z + 2% = abz? (4)

Z vyjadreni (4) vyplyva, ze a je délitelné ¢islem z, coz lze zapsat jako a = cz, kde ¢ € N.
Dosadime-li a = ¢z do rovnice (4), tak po vydéleni ¢islem z dostavame

c+b? + 2 = cb2?, (5)
odkud vyjadiime c jako
b2+ 2z
= —. 6
‘T 21 (6)

Nyni volme systematicky hodnoty NSD ¢isel = a y, tedy ¢isla z.

Zacneme volbou z = 1. Dosazenim z = 1 do (6) dostaneme po vydéleni polynomu v citateli
polynomem ve jmenovateli vztah

¥ +1 2
=T iy 2 (7)

b—1 b—1

Rovnice (7) mé fesenf pouze b = 2 nebo b = 3 a ¢ = 5 v obou pifpadech. Resenimi zadané
rovnice (3) tedy budou trojice [z,y, z] = [5,2,1] a [z,y, z] = [5,3,1].

Pokracujeme hleddnim feseni pro z = 2. Dosazenim z = 2 do rovnice (6) dostaneme

2+2 4b 1 33
= =— 4 =4 —.
4b—1 16 16  16(4b—1)

C

Vyraz za druhym rovnitkem ziskdme opét délenim polynomu se zbytkem. Aby ¢ mohlo byt

prirozené ¢islo, musi byt podil celé ¢islo. Takze b = 1 nebo b = 3 a ¢ = 1 v obou

3
’ -1
pripadech. Resenimi zadané rovnice (3) tedy budou trojice [x,y, z] = [4,2,2] a [z,y, 2] = [4, 6, 2].



Nyni dokézeme, ze pro z > 3 jiz zadné dalsi feSeni zadané rovnice (3) neexistuje. Rovnici (6)
vynasobime ¢islem 22 a ziskdme vztah
o VP42 W+ +b—b b2 —1)+ 22 +b 240

s b2 —1 bz?2 —1 bz?2 —1 bz?2 —1°

3
. . § : . . o z°+b
Na zdkladé podminek, ze b a ¢ jsou piirozend éisla a z > 3 plati, ze cz? — b = b1 =
Z J—
3 3

a zlomek ——— musi vyjadfovat celé ¢islo. Z nerovnosti +
b2? — 1 bz? —1
z > 3 je jmenovatel kladny) vyjddiime b a po vydéleni polynomu polynomem ziskdme nerovnost

> 1 (poznamenejme, ze pro

b§z3—|—1: (z+1)(22—2z4+1) :,22—z—|—1:Z+ 1 .
22 -1 (z+1)(z—1) z—1 z—1

(8)
Provedeme odhad vyrazu na pravé strané nerovnosti (8). Je zfejmé, ze pro z > 3 plati z + Z—il <
z + 1. Potom pro ¢islo b mame k dispozici odhad pomoci ostré nerovnosti a plati b < z + 1,
z ¢ehoz pro piirozena ¢isla b a z vyplyva, ze

b<z.

Diky tomuto odhadu a rovnosti (6) muzeme odhadnout hodnotu c. Do ¢itatele vyjadieni pro
¢ dosadme nejvyssi piipustnou hodnotu b = z a do jmenovatele nejnizsi pifpustnou hodnotu
b = 1. Potom musi platit

b2+z<22+z_ 2(z+1)  z+1-1 1

= = =14+ ——<2.
bz2 -1~ 22—-1 (z+1)(2—1) z—1 +,z—l

CcC =

Takze jediné mozné prirozené ¢islo ¢ je ¢ = 1. Hodnotu ¢ = 1 dosadime do (5) a dostavame
kvadratickou rovnici vzhledem k proménné b ve tvaru

b —22b+24+1=0.
Diskriminant této rovnice je D = (—22)2 —4-1- (2 +1) = 2* — 42 — 4 a feseni tedy budou

22 VA —4z—14

bio= - +
12 = 3 5 9)

Ale, aby b mohlo byt pfirozené ¢islo musi byt v/ 2% — 42 — 4 celé &islo. Odhadnéme ¢islo v 2% — 4z — 4
a ukazme, 7e nemuze byt celé. Uvazujme &islo (22 — 1)2 = 2% — 222 + 1 a éfslo (22)% = 2% Pro
z >3 plati (22 — 1)2 < 2* — 42 — 4 < (22)?, tedy

2ol < 2t —dzr—4<3?

a vidime, Ze ¢fslo v 2% — 42 — 4 lezi mezi po sobé jdoucimi piirozenymi ¢éisly, tedy éislo v 24 — 4z — 4
nemuze byt celé. Proto neexistuje prirozené ¢islo b, které by splinovalo (9). Tedy pro z > 3 feseni
zadané rovnice neexistuje.

Vsechna feeni zadané tlohy jsou tedy trojice [x,y, z] = [5,2,1], [z,y,z2] = [5,3,1], [z,y,2] =
[4,2,2] a [z,y, 2] = [4,6,2].



6. Méjme obdélnikovy stil o rozmérech a x b. Zavedme souiadny systém tak, Ze pocatek bude
v levém dolnim rohu stolu, kladny smér osy x pujde po delsi hrané stolu a kladny smér osy y
po kratsi hrané stolu. Na stole mame polozeny obdélnikovy obrazek o rozmérech ¢ x d, ptricemz
0 < d < ¢ <b< a. Tento obrazek lezi na stole tak, ze jeho stfed S je umistény na stfedu stolu
a delsi strana obrazku je rovnobézna s osou z. Obrazek ndm ovSem piekazi v préci, proto ho
posuneme o 2¢ v zdporném sméru osy x a o 2d v kladném sméru osy y. Aby se ndm na néj 1épe
divalo, tak si obrdzek pootocime kolem jeho stfedu S o thel 0 < o < § v kladném sméru, t;.
proti sméru obéhu hodinovych ruéicek.

a) O jakou vzdalenost jsme posunuli stied S obrazku?

b) Jaké jsou souradnice levého horniho rohu obrizku po posunuti a otoc¢eni (oznaé¢me tento
bod napiiklad L})?

c¢) Spoctéte souradnice sttedu S, posunutého stiedu S’, levého horntho rohu L; ptuvodniho
obrazku a levého horniho rohu L} posunutého a oto¢eného obrézku pro hodnoty a = 90 cm,
b=65cm, c=15cm, d = 10 cm, o = 30°. Vypoctené souradnice zaokrouhlete na jedno
desetinné misto.

Reseni piikladu 6:

ad a) Oznacme S’ stied posunutého obrézku, viz Obrézek 5. Potom

1SS = 1/(2d)2 + (2¢)%2 = 2V/c2 + d2.

a ] T
Obrazek 5: K feseni prikladu 6 a)

ad b) Vime, ze soutadnice stiedu S, levého horniho rohu L, a posunutého stiedu S’ jsou

a b a c¢cb d a b
S [2’2]’ h [2 2’2+2]’ S [2 C’2+d}’

viz Obrazek 6. Ozna¢me tihel mezi dhloptickou S Ly a svislou osou obrazku jako 3, viz Obrazek 7
a zaméime se na urCeni posuvu (p;q). Pii dvahéch o pozici posunutého a otoceného horniho

levého rohu L) zjistime, ze zavisi na volbé thlu «, viz detailni rozbor na Obrazku 7. Ozna¢me
hledané soutadnice posunutého a oto¢eného horniho levého rohu L’h1 pro a+ 3 < 5 jako

b
L, = g—Zc—p1;§+2d+q1 : (10)

a soufadnice bodu Ly, pro 7 > a + 3 > § jako

) ) -
L;m: 5—20—p2;§+2d—qQ , (11)




a xT

Obrézek 6: K feseni piikladu 6 b)

Obrazek 7: Detail k feseni piitkladu 6 b), vlevo pro a+ < 5, vpravo pro 7 > a + > 5

Uved'me nékolik fakti, které jsou ziejmé z Obréazku 6. Plati

c
_ 2
tgﬁ - Ea
2
c
= to—
B = arctg’,
Ve + d?
STy = Istal = YT
Pro a + 8 < 7§ plati
. 4!
sin(a + 6 )
( ) |SL|
p1 = |SLp|-sin(a+f),
Ve +d?o c
p1 = 7-51n(a+arctgf>,
2 d
q1
cos(a+ ) = ——,
( ) |SL|
@1 = |SLy|-cos(a+ B),
V2 + d? c
Qg = T-cos(a—l—arctgg).

10



Pro m > a + 3 > § plati (poznamenejme, Ze sin(m — z) = sinx a cos(rm — x) = —cos )

. P2
sin(m — (o + )
(n=(a+6) = 5i
p2 = |SLy|-sin(a+f),
Ve +d? oo c
P2 = B — - sin (a—i—arctgg) = p1,
q2
cos(m — (« + = ,
(n=(a+6) = r5i
@2 = |SLn|-(=cos(a+p)),
V2 £ 2
Q@ = —% - COS (oH—arctgg) = —q.

Po dosazeni vypoctenych hodnot posuvi do vyjadieni (10) a (11) soufadnic bodu L} ziskdvame
proa+ <3

VZ + g2 b VZ + g2
ﬁll: ;20C;'sin<a+arctg§>;2+2d+62+~cos<a+arctg§>].

Pro m > a+ 3> 5 plati

V2 £ 2 b /2 2
Lﬁuz %—20—%~sin (a+arctg§>;§+2d—%+d-cos (a+arctg2)].

ad c) Provedme vypocet pro konkrétni zadané hodnoty a = 90 cm, b = 65 cm, ¢ = 15 cm,
d=10 cm, a = 30° = %.

15
= tg— = 56, 3°
B = arctgll =56,

30° 4 56, 3% < 90°

a+p

9065
1272
(90 15 65 10

L, = | -5 t+t—51|= 5

b E R + 2] [37,5 cm; 37,5 cm]

90 65

o — 2_2.15;2_1_2.10]:[15,00111;52,50111]

] = [45,0 cm; 32,5 cm]

7

6 10
65 VIS EI0P (77 15)]

90 152 + 102 1
Ihl = [2—2-15—\/T'sin <7r—|—arctg5>

— +2-10 — tg—
2+ + 5 6+arcg10

= [6,0 cm;53, lem)]
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7. Najdéte vechna pFirozend isla a, b takova, ze b > 2 a vyraz 2% + 1 je délitelny vyrazem 20 — 1.
Reseni piikladu 7:
Ma4 platit
29 +1=1t(2"-1), kdeteN, (12)

tedy pro b > 2 plati
20 -1<29+1 (13)

odkud plyne i vztah a > b > 2.

Zapisme ¢islo a ve tvaru a = ¢gb+ 7, kde ¢ € N, r € NU {0} a r < b a dokazme, ze délenim
¢isla 2% + 1 &fslem 2° — 1 dostaneme &islo, které nenf pfirozené, coz bude v rozporu s platnosti
vztahu (12).

a
Abychom si udélali piedstavu, jak vyraz %1 vypada ve fazi, kdy jsme schopni rozhodnout
zda jde nebo nejde o prirozené ¢islo, provedme volbu parametru ¢ = 2 a ¢ = 3 (a imérné tomu
uvazujeme hodnoty a,b,r tak, aby vyrazy mély smysl) odkud pak vyvodime vztah pro obecné

q € N.

Zvolme q = 2, potom
20 4 1 _ 22b+7‘_|_1 :2b+r+2r+2r+1
20 —1 20 —1 20 — 1’

kde vyraz na pravé strané ziskdme jako bychom vyraz (2227 + 1) : (2° — 1) délili stejnym
principem, jako polynom polynomem. Odtud pak vhodnym pfi¢tenim nuly ve tvaru b — b, resp.
2b — 2b a diky a = 2b + r, dostavame

22b+r _|_1 " T +1 2r+ 1
—9 +b—b+r 22b—2b+7" — 2a—b 2&—2[) )
2 —1 + +2b—1 + +2b—1

Zvolme ¢ = 3, potom

ZZ "_‘i _ 23;?:“; L _ o2br | gbtr o o ;Z "_‘ 1
a stejnou dpravou, jako byla pro ¢ = 2, dostavame
2947 1 _ ga=b | 9a=2b | ga-3b | 2r+1
20 —1 20 —1
Zobecnénim pro a = gb+r, kde g € N a 0 < r < b, dostavame
Z:ji =200 20 20 ;;ji

T

2 1
Pro zbytek ﬁ plati, ze lezi v intervalu (0, 1), tj.

2 41
0< <1
Spoq T

T
tedy k prirozenému ¢éislu 2070 420720 ... 4 204 pijcteme nenulovy zbytek 557 Z intervalu
a

(0,1) a tim paddem %1 neni ¢islo prirozené a zadana tloha tim padem neméd FeSeni.

2b
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8. Najdéte nejméné dva funkéni pfedpisy pro nenulovou spojitou funkci f, mé-li platit
ety = 2y) + [22) = 27@) 2 (y) + [(22) f(y) cos(y), Y.y €R. (14)

Reseni piikladu 8:
Trividlnim feSeni zadané rovnice (14) je ziejmé f(x) = 0 pro Vx € R.

Provedeme nékolik ivah o rovnici (14), které nas navedou na hledané feseni. Zaprvé si uvédomime
fakt, ze uloha je symetrickd. Leva strana rovnice nezalezi na pofadi x,y, tedy

Pty =y +a)
Diky této symetri¢nosti plati

FA@)+ 2 (@) =2f2(2) f2(y) + £ (22) f(y) cos(y) = [2(2)+ [2(y) =2 (y) [2 () + [ (29) f (x) cos (),

odkud
f(22) f(y) cos(y) = f(2y) f(x) cos(x). (15)

Snazme se zvolit vhodné z, které ndm napovi vice o nasi hledané funkci f(x). Na pravé strané
posledni rovnice je cos(x).

Jako prvni rozumny kandidat na z se tedy nabizi x = § + k7, kde k € Z, protoze kosinus pro
tato x nabyva nulovych hodnot a dostavame

f(m + 2km) f(y) cos(y) = 0. (16)

Diky faktu, ze hodnota f(y) zavisi na proménné y, dostdvame z predchozi rovnice ihned dulezitou
informaci, ze

f(m+2km) =0. (17)
Nyni je postup ziskdvani dalsich informaci o chovéni funkce f(x) viceméné intuitivni.

Zvolime za x napiiklad x = 7 + 2km, kde k € Z. Potom po dosazeni do (15) plati
F(2r + k) fy) cos(y) = F(2y) (x + 2kr) cos(r + 2kr), (18)
odkud diky (17) plyne, Ze je prava strana predchozi rovnice rovna nule, tedy ze plati

f@2m + 4km) f(y) cos(y) = 0,

odkud dostdvame
f@2m + 4km) = 0. (19)

Zobecnime-li v tomto duchu volbu z, pak muzeme tvrdit, ze pro libovolné k € Z plati

f(km)=0. (20)

Nyni provedme volbu y = k7, k € Z a dosadme do zadané rovnice (14). Ziskdme vztah

F2(a +km) = f2(km) + f2(2) = 2(f*(2))(f*(kn)) + f(22) f (k) cos(kn), (21)

ktery s vyuzitim (20) upravime do tvaru
P+ kr) = (). (22)

Népadnym kandidatem pro Feseni nasi rovnice je funkce f(z) = sin(x). Diky druhym mocnindm
v zaddni budeme uvazovat i funkci f(z) = —sinz.
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Ovéime, ze f(x) = sinx je FeSenim zadané rovnice (14), tedy ze plati
sin?(z + y) = sin?(y) + sin?(z) — 2sin’(x) sin?(y) + sin(2z) sin(y) cos(y). (23)

Pouzitim souc¢tového vzorce sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x) dostavame

2

(sin(x) cos(y) +sin(y) cos(z))? = sin’(y) +sin?(z) — 2 sin?(z) sin?(y) + 2 sin(x) cos(z) sin(y) cos(y),

pouzitim vzorce (a + b)? = a® + 2ab + b? upravime levou stranu rovnice na tvar
sin?(z) cos?(y) + 2sin(z) cos(y) sin(y) cos(z) + sin®(y) cos?(z) =

= sin’(y) + sin®(z) — 2sin?(z) sin®(y) + 2sin(z) cos(z) sin(y) cos(y) =
= sin?(y) + sin?(z) — 2sin?(z) sin(y) + sin(2z) sin(y) cos(y).
Tedy f(x) = sin(z) je skutecné fesenim zadané rovnice (14).

V zadani se funkce f(z) vyskytuje vzdy ve druhé mocning, tedy fesenim zadané rovnice (14) je
i funkce f(z) = —sin(z).

Ziskali jsme tedy netrividlni feseni f(z) = sin(z) a f(z) = —sin(z) pro Vz € R.

. Dva studenti si o prestavce krati ¢as hrou. Maji u sebe n € N, n > 2 kulicek a domluvi se
na téchto pravidlech: Pfed hrou si pevné zvoli k£ € N tak, ze 1 < k < n. Hra¢i se na tahu
pravidelné stiidaji. Hra¢, ktery je na tahu, muZze odebrat libovolny pocet kulicek v rozmezi
1,..., k. Vitézem se stava hrac, ktery odebere posledni kulicku. Urcete vSechny kombinace ¢isel
k,n, pro které existuje vitézna strategie pro zacinajicitho hrace, tedy strategie, se kterou nelze
v zddném piipadé prohrat.

Reseni piikladu 9: Demonstrujme si ideu feseni nejprve pro pevné zvolené k. Necht je napifklad
stanoveno, ze je mozné jednim tahem odebrat nejméné jednu a maximalné k = 5 kulicek:
Potom nejmensim pfipustnym poctem hracich kuli¢ek je diky podmince 1 < k < n pocet n = 6
kulicek. V takovém piipadé je vSak zacinajici hra¢ odsouzen s jistotou prohrét, nebot odebranim
kulicek v rozmezi 1,...,5 vzdy zbude pocet kulicek, ktery je protihra¢ schopen odebrat. Pro
kombinaci £k = 5 a n = 6 tedy neexistuje vitéznd strategie pro zacinajictho hrace.

Daéle uvazujme, ze mame stile nastaveno k = 5, ale zvysime pocet kulicek ve hie na n = 7.
V takovém piipadé zacinajici hra¢ odebere v prvnim tahu 1 kulicku a dostava svého protihrace
do situace popsané v predchozim piipadu. Pro kombinaci k = 5 a n = 7 existuje vitézna strategie
pro zacinajictho hréce (stava vitézem bez ohledu na schopnosti svého protihréce).

Prok =5an € {8,9,10,11} nastdvd obdobnd situace, a tedy pro zacinajictho hréce existuje
vitézna strategie.

V pifpadé, ze k = 5 a n = 12 je protihraé schopen porazit za¢inajiciho hrace s jistotou. Reknéme,
ze zacinajici hra¢ odebere m kulicek, kde m € N takové, ze 1 < m < k = 5. Potom na protihrace
zbyva n — m kulicek. Pokud protihra¢ chytfe odebere k + 1 — m kulicek, pak na zacinajiciho
hrace zbude n —m — (k+ 1 —m) = n — k — 1 kulicek, coz v nasem piipadé znamend 6 kulicek.
Tim se zacinajici hra¢ ocitl v situaci popsané v ivodu a nema Sanci vyhrat. Pro k =5 an = 12
pro za¢inajictho hrac¢e neexistuje jednoznacnd vitéznd strategie.

Stejnd situace, kdy zac¢inajici hra¢ pii volbé & = 5 nemé vyhru jistou, nastava pro n € {18,24, 30, 36, . ..

Zobecnime-li tivahy pro k,n € N, kde n > 2 a1l < k < n, lze v ptipadé, ze ¢islo k+ 1 déli ¢islo n
(tj. (k+ 1) | n) tvrdit, ze zac¢inajici hrac s jistotou prohraje, mé-li proti sobé chytie hrajictho
hrace. Tedy vitézna strategie pro zacinajiciho hrace existuje jen pro vSechny kombinace k a n
takové, ze k + 1 nedéli ¢islo n, (tj. (kK+ 1) 1 n).
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10. Je dan systém tfech kongruenci a jedné rovnice

a’? =17 (mod 43),

c=3 (modT7),
c=d (mod 13),
c=a-+b,

kde ¢isla a, b, ¢, d jsou prirozena Cisla. Najdéte feSeni pro 3 nejmensi hodnoty a a k nim nejmensi
pripustné hodnoty b a nejmensi ptipustné hodnoty d.

Reseni piikladu 10:

Z kongruence a? = 17 (mod 43) plyne, 7e

a® € {17+ 43r,r € Z} = {17,60, 103, 146, 189, 232, 275, 318, 361, 404, 447,490, 533, 576, .. .}.

Vzhledem k tomu, Ze a mé byt pfirozené éislo, vybereme jen vhodné druhé mocniny, tj. 361 = 192
a 576 = 24%. Ukazme, ze &isla 19 a 24 jsou opravdu jedind v tom smyslu, Ze vSechna ostatni
¢isla a je mozné vyjadiit ve tvaru

a€c ({19+43s,s € Z} U{24 +43t,t € Z}) NN = {19, 24,62, 67, ...}

Ptedpoklddejme hledané a ve tvaru a = 43u+v, v € Z, 0 < v < 42 a v € N. Potom a? =
(43u+v)? = (43u)? + 2 - 43uv + v? = 43(43u? 4 2uv) + v?, kde se v? m4 rovnat &slu 17 modulo
43, tedy v? = 17 (mod 43). Vyzkousime-li viechny piipustné hodnoty v od 0 do 42, ukaze se, Ze
pouze 192 = 361 = 8- 43 + 17 a 242 = 576 = 13 - 43 + 17. Tedy é&isla 19 a 24 jsou jedind mozn4,
jako ,zdklad“ pro ¢islo a.

Kongruence ¢ = 3 (mod 7) s podminkou, Ze ¢ je pfirozené ¢islo, nam iika, ze

ce{3+Tp,peZ}NN=1{3,10,17,24,31,38,45,52,59, 66, 73,80,87,94, .. .}. (24)
Kongruence ¢ = d (mod 13) s podminkou, Ze ¢ a d jsou piirozend ¢isla, ndm tikd, ze

ce{d+13¢,q € Z} NN = {d,d+13,d + 26,d + 39,d + 52,d + 65,d + 78,d + 91,d + 104, .. .}.

Uvazujme variantu, ze a = 19. Ze vztahu ¢ = a + b plyne, ze ¢ = 19 + b. Nejmensi piipustné
prirozené ¢islo b tak, aby ¢ patfilo do mnoziny dané vztahem (24) je ziejmé b = 5, odkud ¢ = 24,
a potom nejmensi piipustné d je d = 11. ReSenim je tedy [a,b,c,d] = [19,5,24,11].

Uvazujme variantu, ze a = 24 a postupujme obdobné. Ze vztahu ¢ = a + b plyne, ze ¢ = 24 + b.

Volbou nejmenstho pifpustného éisla b = 7 ziskdvame ¢ = 31, a potom d = 5. ReSenim je tedy
[a,b,c,d] = [24,7,31,5].

Do tfetice pro a = 62 ze vztahu ¢ = a + b plyne, ze ¢ = 62 + b. Volbou nejmensiho pfipustného
b = 4 ziskdvame ¢ = 66, a potom d = 1. Resenim je tedy [a, b, c,d] = [62, 4, 66, 1].

Sponzorem 9. rocniku soutéze Internetovd matematickd olympidda je firma Humusoft - dodavatel systému pro technické
vypocty a simulace MATLAB a Simulink. Informace o vyuZiti tohoto systému na stiednich Skoldch mnajdete na webové
strance http://www.humusoft.cz/matlab/academia/pass/

Mdte moznost vyuZit nabidku multilicence programu MATLAB pro strednd skoly za cenu 9.780 K¢/rok.

ﬁ?—lUMUSOFT®
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